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Un hypergraphe arbor6 est l’hypergraphe d’une famille de sowarbres d’un arbre. Un 
hypergraphe est arbor& si, et seulement si, il a la propriktt: de Helly et sa reprksentation 
triangulk; cette‘dernikre propriM est ensuite remplacke par une condition SW les cycles de 
l’hypergrtphe . 
Soit un hypergraphe N = (X, %), ou X= {x1,. . . , x,,) e:;t l’ensemble des n 
sommets, et % = (E,, . . . _ IS,,.,), l’ensemble des nr aietes, c’cst-a-dire, un ensemble 
de m parties non vides de X : Ei E g =$ $4 # Ei c X. (Remarque: il est commode de 
ne considker que des hypergraphlzs H connexes, c’est-a-dire, ayant une 
representation R(H) connexe: cf. infru.) 
Soit G = (X, U) un graphe construit sur le meme ensemble X de sommets. 
Nous dirons que H est rigi& sur G si et seulcment si, pour toute arete Ei de H, 
le sous-graphe GEI = (Ei, U,+) est connexe. En d’autres termes, si x et x’ sont des 
elements d’une mtme a&e Ei, il existe dans G 
les sommets figurent dans -F;- 
une chaine e:-rtre x et x’ dont tous 
D66nition 1. Un hypergraphe est arbor6 si et 
arkwe. (De faGon rapide, on dit parfois qu’un 
graphe d’une famille de parties connexes d’un 
arbres d’un arbre.) 
seulement si il est rigide sur un 
hypergl aphe arbor6 est l’hyper- 
arbre, ou d’une famille de sous- 
Notre problbme est de caractkiser les hypecgraphes arbor&. Ce probleme est 
proche, mais distinct, du problkme de caractkriser la reykentation d’un hyper- 
graphe arbor6 (Buneman [2]), probleme dont un cas partizulier e:;t l’etude des 
graphes reprisentatifs d’une famille d’intervalles (cf. Rerge [l, p. 358-j). 
Rappelons que la representation R(H) d’ull hypergraphe H e <t un graphe 
construit sur l’ensemble E ={e,, . , . . e,}, chaque sorrlmer e, de R(H) 
representant l’arkte Ej de H, en posant que (.Li, ej) est une a&e dc, R(H) sI et 
seulement si Ei 17 Ej # $9. i P j. 
On dit qu’un graphe est trianguk si et seultment si twt cycle Ce I~ngeur 
supkrieure B 3 admet une corde (c’est-a-dire, une arete joignant dew sommets 
non conskutifs du cycle). 
*Travail rkalid dans le cardre du contrat DGRST no. Y4.7.0353. 
PMp$&ik 3. 22 un gr22phe tritznguE G es6 copastfifit Skr un ensemble (e,, . . . , em}, et 
compwte n c&-peq Xi, . . . 9 Xn, alms it e&e un, arbre construit sur un ensemble 
x={x*, . . . , x~) uii hn put d@tair m sow-arbres formant l’ensemble Ep = 
w I.1 l . . , I?,), tel que: 
XiEEjeqE&, 
et que, si fib= (X, 8) cst E’hypeqyaphe de cette familte de sous-whs, alors: 
G = R(H). 
On connait une autre proprlkd des hypergraphes ar?wCs (Berge [ 1, p. 3831): 
Rappelons qu’un hypergraphe H = (X, 8) a la propriM de Helly si et seule- 
ment si, -pour toute sous-Camille 8Q de 58 ccmpos& d’arktes ayant deux 2 deux 
me httxsrsdioa non vidt, tiers oti a: 
n G&J. 
f5EPtO 
Les Dropri6t6s 2 et 4 sent nkessaires; now allons nrontrer, B hide de la 
pp?3~~i&~~ 2 fla=‘* --, ru Gnsemble, lks sont suffkantes ~)OUP carac&riser un hypergraphe 
arbor-6 (des exemples montrent que chacunz &par&ment, est insuffisante). 
Th6oAw 5. Un hypergraphe st nrbore’ si et se:&ment si iC a tu pqwi&e’ de He& 
et sQ repr&entatkm iriangulJeb 
Nous Idevons dCmontrer la suffisance, 
Suit AI = (X, %) UR hypergraphe ayant la proprkW de Helly et tel que R(H) soit 
triangulCe. 
Soit une application a! de X dans P(8), dCfirGe par: a(x) = (Ei : Ei E 8, x E Ei}. 
Cm particulier. Supposons que H soit tel que pour tout x f X, il n’existe pas 
x’E X vkrifiant: a!(~‘) c: a(x). 
Dans ses conditions, et puisque H a la proprikt6 de Helly, on voit que pour 
chaque clique Xi de a(H), existe un 615men, xi E X, et un seul, tel que: 
ejEXieXitEEj; 
il y a done une bijwtion eatre l’ensemble X des !;ontmets de H et l’ensemble 
cliques de R(H). 
des 
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R(H) &ant triangulk, la Propriitk 3 nous dit qu’il existe un arbre construit SW 
X, et dent chaque Ei E 8 definit un sous-arhre: H est tionl: arbor& 
Cus gt%uhZ. Pour certains x E X, il existe des x’ E X tels c ue Q! (x’) c (Y(X). Ii est 
possible de trouver une partie X’ de X, telle que: (I) pour tout x’ E X - X”, il 
existe un x E X’, vdrifiant: ar(x’) C (T(X); (2) pour tout x E X’. ii n’zxiste pas X’E: X’ 
tei que: CI(X’)~ a(x). 
Nous sommes ramenks au cas particulier, SI le sous-hypergraphe H’ dkfini par 
X’ a la propriM de Helly et si R(W) est triangulk. Rappe ons que :es a&es de 
H’ sonit les ensembles non uides de la forme ES = Ei fl X’, oti Ei E 8. 
Soit un ensemble 86 = {El,, . . . , E:,} d’aretes de H’ se renl:ontrant deux B deux; 
alors il. en est de m&me po6r Eil, . . . , E, ; il existe done x’ 5 n; = 1 Eik. Si x’& X’, 
c’est qu’il existe x E X’ tel que cy (x’) c a(x) et done quc: x E X’ f7 n ;C =, Ei, = 
n ;p1E& H’ a la propriM de I-Jelly. 
Soient ef, e; deux sommets de R(W). Sr (ei, e,) est une a&e de h(H), c’est 
qu’il existe x E Ei n Ej, c’est-g-dire qu’on a: Ei, Ei E a(~‘); si x’ P X’, c’est qu’il 
existe XEX’ avec LY(X’)C ar(x); done x E E[I? EJ et (ei, e() est une a&e de R(H’r: 
R(H’) est un sous-graphe de R(H) (plus prkisement, l’appiication ef-, e, est un 
plongement de R(H’) sur un sous-graphe de R(H)). R (H’) est done triangulk. 
Dow, H’ est rigide sur un arbre T’, construit sur X’. CompGtous T’ pour er, 
faire un arbre T sur X: si x’ E X-X’, choisissons un (et un seal) des x E X’ 
vCrifiant cy(x’& ar(x), et ajoutons B T’ le 3ommet x’ et l’akte (x, x’). 
II est clair que H est rigide sur T, et est done arbor& 
Dans un hypergraphe H= (X, Q, un cycle de Zongueur q est une sequence: 
(xl, E,, x2, E,, . . . . Eq, xl) 
teile que : 
Xl, - * * 7 xq E x e; sont tous diffkents; 
4, . . . , E4 E 8, et sont tous diffkrents; 
xk, xk+l E Ek pour k = 1,2, . . . , q, les indices pr is mod (7. 
Mfintblon 6. Un hypergraphe H = (X, %) est intriquP si et seulenwgt si tc;ut cycle 
de longueur superieure B 2, utilise trois a&es contenant un meme Gment x E X 
(x pouvant &re ou ne pas i%re, l’un des sommets du cycle) 
Propri6t6 7. Lo repr6sentation d’un hypergraphe intriqtii est triangulke. 
Soit, dans R(H), un cycle klkmentaire C= (e,, 4,. . . . 9,. P, ), avtx q > 3. 
Cm 1: B C correspond dans H un cycle 
I-= (x,, E,, . . . , Eti, xl); 
puisque I-I est intrique, rare trouve dans I’ trois arktes tei!es rlue: E, n pi, n EL # Q. 
II est &it’ &Am hypergrtiphe fortement intriQu6 est in&iqu& De plus, il est 
@.4ikib$. >(&rge [1, p_ 430 (puisque c@te propriM est definie comme la forte 
intrication, m&s en remylagant “cycle de loagueur stip&ieure B 2” par “cycle 
impair”). 
," 
Eo$; -fortement k&q& ‘l’hypergraphe st’ intriqu6 et equilibrk; 6tant 
bquilibr6, il ii la proprEt dc Hely (Berge [a, .p._ 43~!I&do&;, par le ‘Theo&me 9, : 
il est abork$ ‘ 1 Ij+aj, si 
11 en est de ‘m&r& pour son Lduak eu efkt, on niontre _;“acilement que le dual 
d’un hypergraphe fortement intrique est lui-m&e- fortement intrique 
(dkmonstration exactement par-allele A celle de Rerge [l., p. 4321) etablissant que 
Be dual d’un hypefgraphe quilibre est CquitibrB). 
eamrrr Une approche totalement diflerente con&& B une .caractkrisation 
des hypergraihes_’ arbor&. (Flament [3]). Gdn&alisons i’application ar d&nie 
dani la d&&st&ti& ‘:du~heo&ne 9: 1 ’ <I, 5 
a{X, X’)={Ei: Ei E 89 {XT X’}c Ei). 
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Dkfinissons la trace T(H) cle I’hypergraphe N =z (X, Z), par: TM) == (X, u>, 
avec: 
(5 x’)e Uecx(x, x’) # 1p) 
‘,De plw, CY induit SUT U un prkordre: 
@Y x’) s (Y$ y%Mx, x.1 = aIy, y’). 
On dbmontre alors facilement: 
Il‘h&&llN 13. Un hypetgraphe esC arbor6 si et sa.deinent si sa tru/le, pr&mionnie 
par (Y, admet un ah-e maximum. 
(LAS conditions d’existance d’un arbre maximum d un graphe priordcnnk sont 
&dikes par Flament [3].) 
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